Исследование вынужденных колебаний лопаточных аппаратов со случайной технологической расстройкой по модели одного сектора by Ларин, Алексей Александрович & Жовдак, В. А.
89 
композитных материалов. Приведены расчетные данные ползучести при попе-
речном изгибе пластин из однонаправленных волокнистых композитных ма-
териалов.  
В дальнейшем, в рамках предложенного подхода, следует учесть повреж-
даемость вследствие ползучести композитных материалов и получить оценки 
долговечности разных элементов конструкций из композитных материалов, 
эксплуатирующихся в условиях ползучести.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ЛОПАТОЧНЫХ АППАРАТОВ СО СЛУЧАЙНОЙ 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ РАССТРОЙКОЙ ПО МОДЕЛИ ОДНОГО 
СЕКТОРА 
 
Розроблено метод для аналізу рівня вимушених коливань випадково розлагоджених облопачених 
дисків. Метод базується на підході конденсації стохастичного базису та надає можливість прово-
дити аналіз на основі моделі одного сектору. Метод придатний для випадків локально розташова-
ного технологічного розладу. На основі методу отримані та представлені числові дослідження з 
усталених вимушених коливань лопаткового апарату 3-го ступеня циліндру низького тику (ЦНТ) 
парової турбіни з випадковим технологічним розладом.  
 
A method has been developed for analysis of forced response levels for randomly mistuned bladed discs. 
The method is based on stochastic reduced basis approach and gives an essential possibility to make an 
analysis using 1 sector model. The method applicable to cases of locally distributed technological mistun-
ing and allows for this case to use of industrial-size sector models of bladings for analysis of forced vibra-
tions of randomly mistuned system. The numerical researches of steady forced vibrations of technologi-
cally mistuned bladed disk of a 3-rd stage low pressure cylinder (LPC) of a steam turbine have been done. 
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Введение. Вибрационная прочность современных турбомашин во многом 
определяется напряженно деформированным состоянием рабочих колес, кото-
рые, несмотря на свое многообразие, обладают общим свойством циклической 
симметрии. Ее наличие определяет технологичность производства и монтажа 
лопаточного аппарата, а также формирует особенности динамических харак-
теристик. Известно, что в спектре собственных колебаний таких конструкции 
присутствуют кратные частоты, а также формируются группы взаимосвязан-
ных частот собственные формы, которых обладают фиксированным числом волн 
деформаций. Кроме отмеченных особенностей наличие симметрии дает сущест-
венные преимущества с расчетной точки зрения и позволяет свести задачу к ана-
лизу по модели одного сектора с наложенными условиями цикличности.  
Вместе с тем следует отметить, что реальные условия производства, тех-
нологии монтажа, а также эксплуатация вызывают отклонения от строгой сим-
метрии и приводят к расстройке. Причем необходимо отметить, что даже в 
малом она может привести к целому ряду явлений, многие из которых способ-
ны отразиться негативным образом на динамической прочности и надежности 
конструкции.  
Современная инженерная практика основывается на использования под-
робных конечно-элементных моделей,  которые учитывают все ее конструк-
тивные особенности. Это приводит к необходимости учитывать расстройку не 
интегрально, а проводить ее предварительное моделирование.  
Вместе с тем следует отметить, что  на этапе проектирования для инже-
нера-исследователя или конструктора расстройка не является количественно и 
априорно известной. Как правило, существует лишь некоторая статистика воз-
можных разбросов технологических или производственных отклонений. Та-
ким образом, важным вопросом является оценка возможных разбросов реали-
заций АЧХ для подобных систем. Это приводит к необходимости считать па-
раметры рассройки случайными величинами и проводить анализ в вероятно-
стном смысле.  
Кроме того наличие расстройки разрушает первоначальную симметрию кон-
струкции и требует выполнять анализ для всего рабочего колеса, что существенно 
увеличивает вычислительную дороговизну, а для подробных КЭ моделей может 
вообще привести к не преодолимым вычислительным трудностям. 
Естественным путем решения этой проблемы является использование ме-
тодов прямого статистической симуляции типа Монте-Карло. Применимость, 
которого определяется скоростью расчета соответствующей детерминирован-
ной задачи для реализации расстройки. Несмотря на существующие достаточно 
эффективные способы конденсации детерминированных задач  (разложение в ряд 
по собственным формам симметричной системы [1,2], метод синтеза форм коле-
баний [3,4] и использование формулы Шермона-Моррисона-Вудбари [6]), для 
систем с большим числом секторов (например, лопаточные аппараты рабочих ко-
лес паровых и газовых турбин) вычислительная дороговизна прямых статистиче-
ских подходов является решающим фактором и не позволяет применять.  
Это обстоятельство определило развитие большого числа работ в кото-
рых получили развитие приближенные методы определения вероятностных 
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показателей отклика системы. Это подходы, основанные на анализе чувстви-
тельности исследуемых параметров объекта от расстройки [7,8],  разложение 
отклика системы в полиномиальный хаос [9], а также работы  [10] посвящен-
ные непараметрическому вероятностному  анализу с конденсацией размерно-
сти задачи по методике синтеза форм колебаний. 
В данной работе был построен метод, который базируется на подходе 
конденсации стохастического базиса описанного в работах [11,12]. Согласно, 
которому решение отыскивается в виде разложения по базисным векторам 
пространства Крылова. При этом базисные векторы представляют собой ком-
поненты ряда Тейлора по степеням параметра расстройки, а неопределенные 
коэффициенты в разложении определяются по схеме Галеркина в среднем, т.е. 
равенства нулю математического ожидания от скалярного произведения ба-
зисных векторов с вектором  невязки. 
 
Уравнения движения.В общем виде система уравнений движения для 
амплитуд перемещений при гармонических вынужденных колебаниях дис-
кретной модели конструкции с расстройкой представляются в виде: 
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]( ) ( )[ ] fqZqDiMK ==⋅⋅+⋅− αωµααωα ,,2 ,                  (1) 
где [K], [M] и [D] – матрицы жесткости, масс и демпфирования соответственно; 
[Z(ω)] – матрица динамической жесткости; ω – частота возмущения; µ – коэффи-
циент демпфирования, q – амплитуды перемещений; f – вектор амплитуд вынуж-
денной силы, а α = [α1,…,αn]T – вектор параметров технологических отклонений. 
В уравнении (1) целесообразно выделить отдельно компоненты системы 
со строгой симметрией и те которые зависят от случайных параметров техно-
логических отклорнений:  ( )[ ] ( )[ ]( ) fqZZ =⋅∆+ ωαω ,0 ,                                         (2) 
где [∆Z(α,ω)] – матрица расстройки, которая определяет случайное отклоне-
ние системы от циклической симметрии, и обращается в ноль вместе с пара-
метрами расстройки. 
 
Построение приближенного решения. Для решение матричного урав-
нения (2) построим апроксимирующую стохастическую поверхность отклика, 
согласно методу конденсации стохастического базиса (КСБ).  
В рамках КСБ поверхность отклика представляется стохастическими ба-
зисными векторами с весовыми коэффициентами. В качестве базисных векто-
ров выступают компоненты ряда Тейлора по степеням параметра расстройки, 
а производные от вектора амплитуд колебаний рассчитаны в значениях мате-
матических ожиданий случайных параметров.  
Таким образом, решение системы представляется в виде: 
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где  M[…] – оператор взятия математического ожидания, N – количество  слу-
чайных параметров. 
Не теряя общности рассуждений будем считать, что математические ожи-
дания параметров расстройки являются нулевыми [ ] NiaM i ,1,0 =∀= .                                              (5) 
В этом случае, ограничиваясь тремя базисными векторами разложения, 
получим: 























,                (7) 
где [A0] – матрица динамической податливости, а  q0 – вектор амплитуд коле-
баний циклически симметричной системы. 
Для получения производных запишем непосредственное решение выра-
жения (2) 
( )[ ] ( )[ ]( ) fZZq ⋅∆+= −10 ,αωω .                                   (8) 
Дифференцируя (8) вокруг математических ожиданий параметров рас-
стройки и с учетом (6) получим:  
[ ] [ ] 00 qZAq
ii αα ∂
∆∂−=∂
∂ ,                                           (9) 
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Таким образом, аппроксимирующая поверхность (3) определяется  мат-
рицей динамической податливости циклически симметричной системы и про-
изводными от  матрицы расстройки по случайным параметрам рассчитанные 
вокруг их нулевых значений (математических ожиданий). Компоненты матри-
цы динамической податливости эффективно могут быть определены виде раз-
ложений по собственным формам колебаний циклически симметричной сис-
темы, которая представлена моделью сектора с наложенными условиями цик-
лической симметрии [6]:  
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βµωω ,       β = 2π/Ns,       (12) 
где kru -r-ая собственная форма колебаний  с индексом цикличности k (количе-
ство волн деформаций), H(iω,µ) – передаточная функция, которая определяет-
ся моделью демпфирования, β – угол сектора, Ns – количество секторов  в сис-
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теме, чертой сверху обозначено комплексное сопряжение. 
Для задач с расстройкой, которая обусловлена отклонениями при техно-
логических операциях сборки лопаточного аппарата, можно считать, что мат-
рица расстройки осуществляется по жесткости и приложена в каждом секторе 
(лопатке) локально, то есть в местах, где имели место технологические опера-
ции (как правило, это межлопаточные соединения). Это обстоятельство позво-
ляет моделировать расстройку для каждого сектора отдельно и ввести гипоте-
зу [13], о том, что ее матрица может быт представлена, как линейная комбина-
ция матриц определенных по отдельным секторам. Кроме того в силу малости 
реальной расстройки ограничимся в рассмотрении только линейной состав-
ляющей зависимости матрицы расстройки от параметров технологических от-
клонений: 
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Тогда производные от матрицы расстройки вследствие введенной гипоте-
зы, имеют вид: ( )[ ] [ ]j
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αα K .                                         (16) 
Последние выражения, будут точными в случае моделирования расстрой-
ки путем введения сосредоточенных элементов массы или жесткости.  
Для определения неизвестных весовых коэффициентов в аппроксимации 
(3) выполнить процедуру Галеркина в среднем, то есть из требования ортого-
нальности стохастического базиса и невязки приближенного решения 
( )[ ] ( )[ ] 0* =⋅Ψ αα RM ,                                          (17) 
где  ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ] fZfqZR −Ψ=−= ξααααα .                         (18) 
Отсюда определяется система линейных алгебраических уравнений отно-
сительно неопределенных компонент: 
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ][ ] ( )[ ][ ]fMZM ** αξααα Ψ=Ψ⋅⋅Ψ .                         (19) 
В выражении (22) присутствует матрица жесткости всей расстроенной 
системы, ее получение и использование сопряжено с серьезными вычисли-
тельными трудностями (для моделей с подробными КЭ сетками секторов), т.к. 
требует построение полной модели. В этой связи целесообразно преобразовать 
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это уравнение выделив отдельно из базисных векторов матрицу динамической 
податливости циклически симметричной системы. 
( )[ ] [ ] ( )[ ]αα Ψ=Ψ ~0A ,                                             (20) 
где 
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~ ααααααδαψ ,         (22) 
Подставляя (23) в (22) получим систему детерминированных уравнений 
размерности 3х3 компоненты, которой определяются: вектором  амплитуд на-
грузки, матрицей динамической податливости и вектором амплитуд колебаний 
циклически симметричной системы, а также матрицей расстройки и производ-
ными от нее 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]  Ψ= Ψ∆Ψ+ΨΨ fAMAZAAM **00**0**0 ~~~~ ξ .            (23) 
Таким образом, рассмотренный метод позволяет получить приближенное 
решение (3) системы со случайной расстройкой, используя модель только од-
ного сектора системы. Это дает существенные преимущества особенно для 
систем с большим числом секторов (лопаточные аппараты паровых и газовых 
турбин) и позволяет использовать подробные КЭ модели лопаток с учетом 
всех их конструктивных элементов. 
Используя это решение легко получить вероятностные характеристики 
отклика системы со случайной расстройкой 










200 ασξξξ α ;                            (24) [ ]( ) [ ] [ ][ ]( )***2 diagdiag ξξσ ΨΨ=⋅= MqqMq .                        (25) 
 
Результаты тестовых расчетов. Этот метод был протестирован на ко-
нечно-элементной модели малой расстройки (рис. 1), которая позволяет про-
вести непосредственный анализ методом Монте-Карло.   
При этом было рассмотрено несколько вариантов модели расстройки. 
Вектор случайных параметров расстройки: 
– представляет собой введенный в системы сосредоточенный жесткост-
ной элемент добавленный в 1 сектор системы (рис. 1, б);   
– представляет собой введенные в каждый сектор системы сосредото-
ченные жесткостные элементы. 
Расстройка задавалась как центрированная нормальная величина Гаусса с 
разными значениями СКО. Результаты по вероятностным характеристикам 
амплитудно-частотных характеристик (АЧХ) для диапазона частот вокруг чет-
вертой собственной частоты (соответствующая форма колебаний имеет 3 уз-
ловых диаметра) приведены на рис. 2,  3. 
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a)                                                                        б) 
Рисунок 1 – КЭ тестовые модели 
 
    
а) (±7,5 %)                                                      б) (±15 %) 
Рисунок 2 – Математическое ожидание АЧХ 
 
    
а) (±7,5 %)                                                      б) (±15 %) 
Рисунок 3 – Среднеквадратичное отклонение  АЧХ  
 
Представленные результаты показывают, что наличие отклонений – при 
этом наблюдается некоторое занижение математических ожиданий и завыше-
ние по среднеквадратическим отклонениям АЧХ. Подобная погрешность есть 
закономерной вследствие определения весовых коэффициентов из невязки в 
среднем. 
Однако данная погрешность заметно нивелируется при определении оги-
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бающей возможных разбросов реализаций АЧХ. На рис. 4 результаты определ 
определения огибающей по правилу 3 сигм (точками результаты полученные 
методом Монте-Карло для всей системе).  
Аналогичное тестирование было проведено и для системы со случайной 
расстройкой по всем секторам. Результаты представлены на рис. 5. 
 
    
а) (±7,5 %)                                                      б) (±15 %) 
    
в) (±30 %)                                                      г) (±45 %) 
Рисунок 4 – Огибающая возможных реализаций АЧХ 
 
    
а) (±7,5 %)                                                      б) (±15 %) 
Рисунок 5 – Огибающая возможных реализаций АЧХ 
и ее математическое ожидание (расстройка задана по всем секторам) 
 
Результаты исследований колебаний лопаточного аппарата паровой 
турбины со случайной технологической расстройкой. Рассмотренный ме-
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тод и программное обеспечение было использовано при исследовании форми-
рования АЧХ лопаточного аппарата 3 ступени ЦНД паровой турбины со слу-
чайной трассстрокой параметров бандажной связи вызванной технологиче-
скими отклонениями при сборке рабочего колеса. На рис. 6 приведена КЭ мо-
дель лопатки, а в таблице рядом основные ее характеристики.   
 
 




Рисунок 7 – Фото  
бандажной полки 3 ступени 
ЦНД 
 
Особенностью этой лопатки является наличие 
разъемных элементов в бандажном соединении: в 
бандаже присутствует паз, в который согласно тех-
нологии сборки помещаются вставка и впоследст-
вии прикатывается (рис. 7). Вообще говоря, жест-
кость этого соединения априори не известна, так 
как будет определяться плотностью контакта встав-
ки и бандажной полки в поле центробежных сил 
[14,15,16]. 
Анализ характера контактного взаимодейст-
вия показывает, что в соединении раскрывается 
щель по дну паза бандажной полки, то есть вставка 
контактирует с полкой по только своим боковым 
поверхностям. Вместе с тем контакт является дос-
таточно плотным, что свидетельствует о не воз-
можности его динамического изменения при малых 
колебаниях лопаточного аппарата. В этой связи це-
лесообразно заменить нелинейные условия контак-
та на кинематические граничные условия совмест-
ности перемещений по узлам, в которых наблюда-
ется плотный статический контакт.  
Следует отметить, что производственная прак-
тика показывает, что технология сборки имеет ряд 
вариаций. Во-первых, это наличие зазоров или 
плотного контакта между торцевыми поверхностя-
ми бандажных полок, во-вторых, процедура глубо-
кой закатки, которая может привести к плотному 
прилеганию вставки с дном паза.  
Очевидным является то, что отмеченные ранее 
технологические отклонения не будут одинаковы-
ми для всех лопаток рабочего колеса, а значит, 
приведет к его расстройке.  
При этом были рассмотрены различные до-
пуски разбросов зазора от 0,5мм и до 2 мм. Резуль-
таты приведены на рис. 8.  
Огибающая возможных реализаций АЧХ имеет существенные превыше-
ния только на 2, 3 и 4 частотах спектра. В этот диапазон попадает только одно 
резонансное значение, соответствующее 6 гармонике нагружения. При этом в 
случае больших допусков на зазор на 6 гармонике возможное увеличение ам-
плитуд превышает 40 %. 
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a)                                                                           б) 
Рисунок 8 – Математическое ожидание и огибающая возможный реализаций АЧХ  
лопаточного аппрата 3-й ступени ЦНД 
 
Выводы. В работе разработано и обосновано метод решения задачи ус-
тановившихся вынужденных колебаний систем со случайной расстройкой на 
основе  модели одного сектора системы. Рассмотрены вопросы влияния тех-
нологических особенностей и отклонений в бандажном соединении лопаточ-
ного аппарата 3 ступени ЦНД паровой турбины. Проведено соответствующее 
исследование по определению вероятностных характеристик АЧХ этого рабо-
чего колеса  на основе разработанной теории и программного обеспечения. 
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АНАЛИЗ СОСТОЯНИЯ РАЗВИТИЯ ВЕТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ 
УСТАНОВОК И ВОПРОСЫ ДИНАМИКИ И ПРОЧНОСТИ, 
СВЯЗАННЫЕ С НИМИ 
 
У роботі проведено огляд розвитку вітроенергетики на теперішній час. Розглянуто типи вітроенер-
гетичних установок, їх особливості, переваги та недоліки. Також розглянуто проблеми динаміки та 
міцності конструктивних елементів та напрямки їх вирішення.  
 
The article deals with the question of wind energy development. Types of windmills, their structural fea-
tures, advantages and defects were considered. Also in the work researches problems dynamics and 
strength of constructions and offers decision their solutions. 
 
В XXI столетии развитыми будут те страны, где интенсивно развивается 
ветроэнергетика (Программа ООН развития мировой энергетики). 
 
Введение. Неравномерный нагрев лучами солнца земной поверхности и 
воздушных масс, находящихся над ней, вызывает постоянные перемещения 
воздуха из более холодных мест в более теплые. Таким образом, воздушные 
массы все время перемешиваются и перемещаются как в вертикальном на-
правлении, так и параллельно земной поверхности. Постоянные перемещения 
воздушных масс в горизонтальных направлениях называются ветром. Ветер об-
ладает определенным запасом кинетической энергии и характеризуется скоро-
стью и направлением [1]. Преобразование кинетической энергии ветра в электри-
ческую осуществляется при помощи ветроэнергетических установок (ВЭУ). 
Существует множество способов прогнозирования скорости ветра. На 
ветровые ресурсы влияет рельеф Земли и наличие препятствий, расположен-
ных на высоте до 100 метров. На высоте 100 метров и выше рельеф практиче-
ски не влияет на скорость ветра и происходит увеличение ламинарных воз-
душных потоков [2]. Энергия ветра также подчинена сезонным изменениям 
